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Wprowadzenie do zagadnienia dynamiki struktur

Nieustalone rownanie rownowagi dynamicznej dla liniowej struktury dyskretnej (réwnania ruchu)

[M] (g} + [C] {q} + K] {g}= (F(©)}

nxn nx1 nxXxnnx1 nxnnxli nx1

dq, (1) d’q,(t)
2
gdzie:  [M] - macierz masowa (bezwtadnosci), dt Zdt
[C] - macierz trumienia, o d dg,(1) o2 dq_22(t)
[K] - macierz sztywnosci, {a}= E{q(t)} =4 dt 149} = ?{Q(t)} =4 dt
{g} - wektor przemieszczen weztowych,
{g} - wektor predkosci weztowych, dq,(?) d’q, (1)
{g} - wektor przyspieszen weztowych, dt ar |
{F (1)} - wektor obcigzenia.
1 o _ 1, ° °
Energia odksztatcenia sprezystego: |U = ELQJ[K]{‘]} Energia kinetyczna: |7 = ELQJ [M]{q}
Macierz ttumienia przedstawiana jest jako kombinacja Wspétezynnik tumienia lepkoéciowego
liniowa macierzy bezwtadnosci i macierzy sztywnosci: )4 o _
Thurnienie Ravyleigh'a
= - i i i 22 = Pt ﬁt'w
[C] = a;[M] + B:[K] model ttumienia Rayleigha 4 2w}+ 7 .
3 F ’ x‘ﬂ(\
a;,B; - Wspotczynniki ttumienia zewnetrznego i wewnetrznego %?:;t‘ T o =
(wyznaczane doswiadczalnie) 133 Lo
%2,/ LY - O‘Q-owa
Przypadki szczegdlne: P H,-"".\QQ@‘? \
Y \0‘6@0
{F(t)} = {0} - drgania swobodne e
{F(t)} = {0}, [C]=[0] - drgania swobodne bez ttumienia ;,r"# o e

[MI=[0], {F(t)} = {0} , [C]=[0] - problem statyki liniowej wi wj Tan”




WARTOSCI WtASNE | WEKTORY W+ASNE W ALGEBRZE

Rozwazmy szczegdlng postaé uktadu liniowego, w ktérym wektor po prawe;j stronie jest
wielokrotnoscig wektora rozwigzania x:

ag x, + apx, + + a,x, = Aix
AX=AX lub rozpisujac: anX, + aypx, + -+ a,x, = Ax,
1% :H_ ayaXs + e+ AnXy = ‘:""T"-'

Jest to standardowe (klasyczne) algebraiczne zagadnienie na wartosci wtasne.
Uktad mozna przeksztatci¢ do postaci jednorodnej (A-I)x=0.

Nietrywialne rozwigzanie tego rédwnania jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
A-Al jest osobliwa, a jej wyznacznik:  |A - AI|= 0

W rezultacie otrzymujemy algebraiczne réwnanie wielomianowe stopnia n ze wzgledu na A:
PR)=1"+a A"+ - s +0,=0

Jest to znane jako rownanie charakterystyczne macierzy A. Lewa strona nazywana jest
wielomianem charakterystycznym. Wiemy, ze wielomian stopnia n ma n (zwykle zespolonych)
pierwiastkdw 4, 4,, . . ., 4. Te n liczb nazywane sg wartosciami wtasnymi macierzy A.

Dla kazdej wartosci wtasnej A; mamy zwigzany z nig wektor wiasny X. ktdry spetnia réwnanie AX; =4.X;

Wektor wtasny jest okreslony tylko do pewnego wspotczynnika skali: jesli x; jest wektorem wiasnym, to Bx; réwniez,
gdzie B jest dowolng liczba rézng od zera.

Wektory wtasne sg czesto normalizowane, tak ze np. ich dtugosc euklidesowa wynosi 1. 3




Drgania swobodne - analiza modalna

M1 (g} +><{q}+[1<] {g}={ }‘ [M){g}+|K]{q} - uklad réwnar rézniczkowych

I
~N—

=)
N——

' nxn nx1 nxl nxnnx1 [ drugiego rzedu

Rozwigzanie ogdlne: |{g(?)} ={q}  coswr+{q}, sincwr

{q}4,{q}p - wektory obliczone z warunkéw poczgtkowych

o - czestosC witasna

{q} =’ {q}A coswt —@° {q}B sinowt = -’ {q}

—’ [M]{q}+[K]{q} ={0} === ([K] —’ [M]){q} = {O} - problem na warto$ci wtasne

Rozwigzanie trywialne: {q} = {O}

Rozwiazania nietrywialne: det([K] —w [M]) —

Wyznacznik - wielomian n-tego stopnia w odniesieniu do w?

Rozwigzaniami sg czestosci wtasne (wartosci wiasne) w;
Odpowiednie wektory wtasne nazywane sg postaciami wtasnymi {q};

e wottory wisnerormataie s | g, {a}, =[ ¢ | [1){a}, =3, o 4] [M]{a}, =0,

Rozwigzanie jest znacznie bardziej czasochtonne niz rozwigzanie uktadu réwnan liniowych w analizie statyczne;.

Do znalezienia ograniczonej liczby wartosci wtasnych (czestosci wtasnych) w interesujgcym zakresie stosuje sie
iteracyjne techniki numeryczne.




Macierz masowa elementu skoriczonego

Zdefiniujmy energie kinetyczng elementu: T, = %LQJ [m]e {Q}e

ta
Wektor przemieszczenia w elemencie: {u} = [N]{q} Element skaiczany
¢ obszaru £2.
Wektor predkosci: %{u} = [N]{q'}e
di.

Energia kinetyczna czesci df), elementu skoniczonego (),:

ar, =i Jami} =< |i | pli}do, == dT.=3|d) [N -p[N]{d}, 42,

___________________

T = %quei I [N]Tp[N] dQei{q'}e - energia kinetyczna elementu skoriczonego o objetosci (),

[m] _ HN]T,O[N]dQ . Ogolny wzor na macierz masowa
A " elementu skoriczonego:

________________________________

Wyrazenie opisuje tak zwang spdjng macierz masowg (okreslonq przy uzyciu tego samego podejscia

co macierz sztywnosci).

Aby uproscic¢ obliczenia w algorytmach numerycznych mozna réwniez uzy¢ tak zwanej skupionej
macierzy mas (diagonalnej) 5




Element skonczony preta pod obcigzeniami osiowymi (przypomnienie MES1)

- p(¢) - Ua
!;C; — 0O — Przemieszczenie osiowe: Ll ==
U1 g U(é) Uz U, —u Lo-="""
v - @ u(@) = + 1 e
— e >
N1(¢) 0 l ¢
1 Wektor parametréw weztowych: { } {ql } {ul}
q . = =
@ 3 2 q9,], u,J,
= Aproksymacja pola przemieszczeﬁ osiowych:
No(¢)
) 3 - 2 Wektor funkcji ksztattu: Funkcje ksztattu:
_ . ¢ _<
Energia sprezysta elementu: |_N_| = |_Nl (5)»Nz(§)J Ni(5) = 1_1_’ Na(e)= [,

1k EA' )
U, =4 j (€)e(§)dE == j (s(£))dé&

Odksztatcenie osiowe: &(&) = Z—Z = {NJ,N;J{% } :

q;],
EA f N1’ ' r | G4
— 5 19> N, N, dé =
2 !Lq ! Je Nzl L J{QZ}e : [k] . EA 1 —1
EA NN/ NN | (4] 1 © L 1-1 1
B 7|‘q1’ %J -[ N, N N, N do {% }e B EI_QL [k]e {Q}e ’ Macierz sztywnosci

elementu pretowego




Macierz masowa dla elementu pretowego

= — Y—p I
s u(E) g2

= [(@) paas

. P Macierz mas dla elementu osiowego
> L . 1,
@c | @ :J'dm(u)z _ 1
0

-l [
ol o

Predkosc¢ czgstek wzdtuz elementu:

Po obliczeniu catek otrzymujemy:

=2

Postaé diagonalna (skupiona) macierzy: [m] =

u(¢)

TSy
le le
Al |21
[m,]= ==
6 (1|2
pdl,
2
o PAL
2

Konsystentna
macierz masowa
dla preta




Przyktad 1 swobodne drgania osiowe preta zamocowanego na jednym koricu

— model z 2 elementami

Z10; @ ® Rozwiazanie analityczne
7 2 q2 . 2i—1 1 |E
le le C()ls = = |— -
L

EA

Rozwigzanie MES przy uzyciu modelu z 2 elementami skonczonymi

Réwnanie swobodnych drgar ([K] —w’ [M]){q} — {O}

Macierz sztywnosci i macierz masowa dla obu elementéw:

EAl 1 | -1 pAl |21 /
= = € l:—

[£]. =R == T2 <=7
yE -11 0 Al:'z' 100()(q] (0
b;— -1 2 ;—1§—w2p6e§1 411 ]i{g, =10}
JEIRE 0f1[2fla) lo

w;:1.57081\/§
I\ p
N =4.71241\/E,

INp




ok -11 0 Al:i 1[0/)(q) (0]

2T - 25 AT il g, b=10t

/ = : 6 -

BN RIRE 0j112)la) (0]

9, =0 EAl 2 | -1 2 PAL 41101 jq | _]0
L|-1]1 6 |1]2]/lgs] O

R e (W B [ B

e

=0 == 7A2-101+1=0

rozwigzanie nietrywialne dla: de‘{
rownanie charakterystyczne

2-42 —(1+4)
~(1+2) (1-22)

Pierwiastki rownania charakterystycznego macierzy: , . : .
Poréwnanie z doktadnym rozwigzaniem

1 |E 1 |E
A,=0.1082 === :0.80571—\/::1.6114;\/:, o =1.57081 E, mamy wzgledne biedy
e VP P INP | cpestosei
estosci wiasnych
L [E 1 E 2,6% i 19,5%.
A, =13204 = o, =2.81481—\/::5,6293;\/:. o; :4.7124%\/E, wynoszace i
e 10 ,0 yo,

9




A, =0.1082

Pierwiastki rownania charakterystycznego macierzy:
A, =1.3204

Wektory wtasne:

(1+A)

_ —42 —(1+2 2= 30121 93
([_21 11]"1[11L 3]){3§}={8} _'l—2(1 fz) (1(1—2/1)) {Zi}:{g}_’{ 2_2<(11—22/1A))

CIZ - (1+/1) q3

Uwzgledniajac, ze q1= 0 przyjmujac, ze g3 = A mamy, dla kolejnych pierwiastkdw rownania charakterystycznego

macierzy: ) q2= (1421) .Aw
2(1=217) .
Al = 01082 ‘ ) _ (1_2/11) ‘ r = 0-707 * A

\ q2 = (1+41) J

fq2= (1+43) 'A\
Ay = 1.3204 s | 2-242) S — 0,707 - A

— (1-223)
\ q2 = (1+12) J

Mamy zatem postaci drgan: OJ1=1_61141}/E -
(wektory wtasne) .

lg] =0, 0.707A, A]

oa2=5.62931w/? m
[ 4], =]0, —0.707A, A] W

0.7071

L

10




Macierz masowa prostego elementu belkowego

N
g1 *\ .. Q: qa4

Energia kinetyczna segmentu 4¢£ belki

¥

F 3

Energia kinetyczna: T, - f dT, = ‘j(W)ZPAd‘S

funkcje ksztattu |y =1-35 425
) TR

elementu belki: ‘L
M@ =£-25 45

l(’ l(’

8,8

=&

N,(&)= L +l:'

dT. =dm- (W)’ /2

(bez ruchu obrotowego)

Predkos¢ segmentu:

W(f) = UV1 (f)y N, (f)y N3 (f)» N4(5)J

konsystentna macierz masowa belki:

q1

fls
44

156 | 221, | 54 |13 |4, 156 | 221, | 54 | —13L
1, . . . ., pd 42 1131, | =32 || 4, pAl 42 1131, | =302
T, =—|d1,45,45-94 | =5 T L e ([m] =S T
2 420 | S, 156 —22216 d; 420 S, 156 —22216
| 4le q.4, | 4le
T
Ten sam wynik mozna uzyskac stosujgc ogdlny wzor: [m]e = j [N] P[N] dQ,

11




Przyktad 2 — Obliczy¢ czestosci drgan wiasnych belki wspornikowej o dtugosci I, wykorzystujac
model w postaci jednego elementu belkowego.

Jednoelementowy model MES:

UWAGA —
1) bez rotacji,
2) sg tylko 2 masowe stopnie swobody

Doktadne rozwigzanie analityczne:

/
Z

w

q

e
7 ! ’

) 1 |EI
w1 = 35156l—2 p—A,

) 1 |EI
Wy = 22.0346 - l—z 'D_A’

i-Dxl]* 1 |EI
s= |22 2 =, i=34..
- ! 2 Zpa T

12




|

74 Q1
13

s
Rozwigzanie MES - problem na wartosci wtasne q: T‘\ qa
] /
Réwnanie swobodnych drgan: ([K] —w’ [M]){q} = {0}
6|3 | —6| 3l 156 | 221 | 54 |13/ ||(q,] (O]
2 2 2 2
dla belki: 2E3'[ 21 =31 [ e pAl 4] 13/ | -3/ <q2 &:<0>
Py, |63 20, |15 221 |{]g,[ 0O
| 2 | A |lq,) 0]

Warunki brzegowe: g =01i g, =0

6
-3/

-3/
21°

2EI
13

156
—221

—22]
41’

o’ pAl
420

NEEINEIEN
YRy 2o | 47 | |7

A, = 1.4857 - 1072,

i pierwiastki:
P A, = 1.4423.

v

btad:

analityczne:
$ =3.5156- l ﬂ
¥1= 2 12 |pA’ 0.5%
. 1 |EI
wj = 22,0346 | 58% 13




A, = 1.4857 - 1072,

Pierwiastki rownania charakterystycznego macierzy:
A, = 1.4423.

Wektory wtasne:

6-1564 | =31+2214](g,] (0 q4=_(£63;12526;))'%
-31+22I4 | 21 =414 ||q,] |0 ~3+221 g

“=rran 1

Zaktadajac :q3 =A

_ 10~ A
LqJ1:I_Q39q4J1 R Ay = 148571072 94:1-387

A, = 1.4423 _7 62-é
L4, ~Lawasl, > @ - 4=7
1 postac
dla oi : : A
a pierwszej postaci lgl; = {0,0,A, 1.387‘ ’
A 1 B a=7.62AL
dla drugiej postaci lql, = {O,O,A, 7.62 7‘ . 0,=34.81 Plon /A
2 postac

.
%
W ANALIZIE MODALNEJ MES: >~~~

Dobra doktadnos¢ wynikow (czestosci wtasne i postaci drgan) nawet w przypadku zgrubnego
tworzenia siatki.

Zwykle lepsza doktadnos¢ odpowiada nizszej czestosci




Przyktad 3. Zbuduj model elementow skoriczonych analizy modalnej struktury 2D
sktadajacej sie z belki, sprezyny i masy M,,. Belka jest reprezentowana przez 2 elementy
skonczone.

Znajdz czestotliwosci wtasne (f1, f2) i odpowiadajgce im wektory wtasne. Narysuj postaé
drgan. Oblicz minimalng wartos¢ sztywnosci sprezyny, tak aby posta¢ drgan o zerowym
przesunieciu masy M, staf sie pierwszg postacig drgan.

Y,L#LJJ =
[No ;

7
~ , b a

: (E:‘S / o
K.

=

15




Globalny wektor parametréow weztowych:

Lql= L?M@Z/?% Y195 196) 97 )

1x 7

16




R ENG N
AN ¥
Lokalna macierz sztywnosci: \
y rﬁ\ E]
\
(6 3L -6 3L (6 3L -6 30\ 2 L-L
k1, = k), _2EJy 5L 20 3L P _ Eal 5L 20 3L L v
vl e s al T e g 6 -a
Bl L° 3L Zle e F 3 yilhe
©,-[47] L kD]
k
<4~<1) (=D

Lokalna macierz masowa:

. (156 L 54 1L
[W‘] = [Mz— é aar 4% 130 3L
ikl 420 54 L 156 2L
3L -3L 22U 4LF)

L ] y [,m’}4v[-M0]

Zx’z_ (1> U




Rozszerzone macierze sztywnosci:

) w/\/\/ e OOOOOOO

(

muO / \\
e Yo X IoXe e
O Do OO0 DD,

18




Rozszerzone macierze masowe:

. /10007

r/)m] 000

% CO
Im] " = /2% oco|

cPon. CoC O0C0

QA COoQCo

COC0Op W




Globalna macierz sztywnosci:
Globalna macierz masowa:

20




Warunki brzegowe: [K]
12019220, 45=0, 960, §2=0 #<3

lNOOO;TQE]

Uktad réwnan: ([K]_a)z [M]){q} 2{0}

st Kaoo 2 | Mgy o410, M,

ké%.:\ tkuatk

l<q4 a T Koz

Kags * Kuz

- Mass * Mogp  [Maga™ Moz

~

_ 6Eq' 6Ea" | _ 2ed’
k%“Jrk“'erk BT e = g tk Mas g+ Mgy * Mo 420 420 35
4 4 2 ed?L
- 3L- 3LEn’ _ N = 22tpal . 221 @8 C = 7 =
Kyt * Koy = ’3‘%[%& N ’LFF =0 = Kpput b My qamy,, = ’7,-2%&“ * ’77;0_ O = Myy g+,
4 2 2 20?7 0a%>
| 20%EdY | 2ca’ 2Ea _ 4Ppad 4l | 292"
Vs + kay = L6L3 T T3l Mas ™ Moaa = 7275~ T “az0 {05
’ reeatt,y, o1 (e (o
ZECL ’i‘k O ’—S——"’l'NO
g 35 _
L (;02 . =
~ - 5
260 | 2ga’l J

e 0

Y TC- i O 105

Hrl - z )
_ 156-¢a®t  456ga® gy - 26¢2% Ly,

21
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zt. L e L 1
l Mo ;
/ —
A (EI3 I’
K
= 240° i
L =4000 mwm
o = 40 mm
¢ = 7800 “9
Mo = 201«3
K = 6000
a’
A':@z 7 33: 12

Czestotliwos¢ drgan:

[ =w/2n

czestos¢ wilasna

23




Wektory wtasne:

e 4
2EQ +k

L%‘

oW

oznaczmy:

+k -

o) = L5
4
V)= 52

.MH)

Z_L,_
L 1pS

: —
Za,Z(, 0
LO %?J g
,

i

Mamy zatem:

(p(w&) . 73@./,7 + 0-%,[0/;) =0
{ 095 () * Y (15)- g4lt)= 0

24




{ P Qs(“/i) + 0-%[%) =0 %%Z » a,siz% %I s

095 () * Y/(UL')'%[M):O @ & '
g
T+ : N lh=b=L
(/f(w;).%[wa) + Y/[w;)-%/we)’:O
for By qg(w,,)=0 , Vlw)#0
0 9a64) + V(1) Ga i) = 0
5t vibrahon 45 (W)
meole - [ A~ =
\C,I:;ZQ.ZH'Z

25
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[ 282y BE
L% - p— __@ . —
W, = m LOZ* 2 H [

b/ for Hass Mo only rofedes :

27




if the moment of (nevtin 15 comsidoreol :

' 8§2mm2= 57 & Ns Sy

0000 O0CO|
_ coCccoc oo 4 —
(m]*= oo 000 0| 4 -1 252 ) ;
4700 0do00C| T B —— = (0p7 %
o000 00CO gl & T,
800 CCCo| 105 _
o0 o ¢ o] {
{2 = 174 Hz
&
20
N T D 2 ¢
k> 2t 26sat o) 2627 1> 381" M
ZZQ,Q—L;_‘_ e L3 ! mm
{oy~ -

28




Przyktad 4a — drgania swobodne belki wspornikowej — postaci drgan wtasnych i czestosci
drgan wtasnych z|

\ Dokfadne rozwigzanie analityczne
z E=2*10° MPa tylko dla postaci gietnych:

° K9 wS =35156-= |—,
pA

model MES | 0 2

N

n

5 =22.0346 1|l
60 @2 = 28T par
. 2
WS = i—-Drm 1 El
¢ 2 12 [pA’

postac drgan 1, w,= - postac drgan 2, ©,=3333% postac drgan 3, o 3=769.5

drgania gietne w pt. xz drgania skretne drgania gietno-skretne

4 4 ( 7- k
postac drgan 4 w,=1353.73  postaé drgan 5 w=3704.3
drgania gietne w pt. xz drgania gietne w pl. xz 29




Przyktad 4b Znajdz pierwszych 8 czestosci wiasnych i powigzane postaci wtasne belki wspornikowej

%

h

— L=im ————

Zad. 1
Wyciagniecie
powierzchni daje bryty,

wypetnione
elementami brytowymi
(modelowanie 3D)

—  SOLID185 =
3-D 8-Node Structural Solid

8 nodes 3-D space
DOF- UX, UY, Uz ° 's

Woyciagniecie linii

daje pola, ktére

pokryjemy elementami
powtokowymi

z zadang gruboscis

SHELL181

4-Node Structural Shell Q
4 nodes 3-D space

DOF: UX, UY, UZ, ROTX, ROTY, ROTZ

UWAGA na wybor jednostek: SI (N, m, s, kg) lub mod_SI (N, mm, s, t)

Wyciagniecie punktu
daje linie, ktorej
przypiszemy section

definiujacy cechy

A

ZZz F..

h

I -— E=2*10°MPa

n X < v=0.3 .
0=8*10—= ® —27'Cf
7 !

5 5 J=J,=1.0087 107 m*

N 60 D A=0E109m2 . h=13.27mm

Trzy sposoby modelowania zadania
Zad. 2 Zad. 3

przekroju

_—

BEAM188

Structural 3-D 2-Node Beam :/a

2 nodes 3-D space

DOF: UX, UY, UZ ROTX, ROTY, ROTZ

30




1104 weztow
660 elementow

Ceowka 3D

Ceowka 3D

ANSYS

R19.2

®,=2nf=221 rad/s

OCT 5 2024
19:04:44

FLOT MO, 1

NCDAL SOLUTICN

STB =1
RFD-35.1454

R
6.17524

=

0 9.26286
12.3505

]

O 15.4381
18.5257

—

B 21.6133

mm 24-701
27.7686

336 weztow
300 elementow

O, =219 rad/s

Ceowka shell

®,=2nf=217 rad/s

ANSYS

R19.2

31 weztow
15 elementow

Ceowka beam

CCT 5 2024 ANSYS ocT 5 2024

19:13:29 R19.2 19:25:11

PIOT MO. 1 TOT NO. 1

NODAL, SCLUTTCN NODAT, SOLUTTCN
D

RSY3=0
PowerGraphics
EFACET=1
RVRES=Mat

DMX =27.7421
SME =27.7421

0
3.08245 /
6.16491

9.24736
12.3298
15.4123
18.4947 ve
21.5772
24.6596
27.7421

BECCEEON

ceam

®,=2nf=218.5 rad/s

34,793
e

BR0ONEONN

31




336 weztdw
300 elementow

1104 weztdéw
660 elementow

Cecwka shell

Ceowka 3D

(UM ]

Ceowka shell

®,=2nf=336 rad/s

ANSYS

R19.2

®,=2nf=328 rad/s

STB =2
FREQ=52 . 1666

31 weziow
15 elementow

Ceowka beam

ANSYS coT 5 2024

OCT 5 2024

19:13:39 R19.2 19:25:54

PLOT IO, 1 PLOT MNO. 1
NCDAL SOLUTICN NCDAL SCLUTICH

RSYS=0
PowerGrarhics
FEFACET=1
BVRES=Mat
DM =33.0096
SMEX =33.0096 DMK =22.1054
0 SMX =22.1054
W 0
e, [ ]
O 7.33547 mm 2-45615
0= 11.0032 0 4-91231
/= 4810 0 7-36848
] 18-3387 o 062461
22.0064
— 12.2808
25.6742 [
B 255409 ] 14.7369
B oS0 = 17.1931
; 19.6492
]
22.1054

e (), =271 f=307 rad/s 32




336 weztdw
300 elementow

1104 weztdéw
660 elementow

e ®,.n=1373 rad/s T

ANDID v cues
OCT 5 2024 % R19.2 %50%31\189 ]
19:06:26 :
PLOT HNO. 1 NqDéE SCLUTICN
NCDAL SOLUTICK
[EP=

=
RSYS-0
PowerGragphics
) EFACET=1
PowerGraphics EVRES=Mat
EFACET=1 DME =27.925
AVRES=Mat SME =27.925
DMK =27.8939 0
SMYX =27.8939 — R 2y
=
O 6.20555
— 0= 930833
3.09932 12.4111
] =
T 0-1985d 0 15.5139
9.29797 18.6167
= 1
12,3973 21,7194
= |
) 19.4%86 B 249222
— 18.5959 27.925
&= 2L.6953
24,7946
]
27.8939

Cecwka shell

Ceowka beam

0,=2nf=1378 rad/s 0,=2nf=1358 rad/s

31 weziow
15 elementow

R19.2 19:26:17
PLOT TNO

1

NCDAL SCLOTICN
TEP=

AVRES=Mat
=27.5683
=27.5683

0s=21f=1361 rad/s

0
3.06315
6.12629
9.18944
12.2526
15.3157
18.3789
21.442
24,5052
27.5683
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Petna dynamika

Wszystkie typy analizy dynamicznej w programie ANSYS opierajg sie na nastepujgcym
0g6lnym réwnaniu ruchu dla uktadu elementéow skoriczonych:

[MJ{a} + [C]{a} + [K]{u} = {F(t)}

gdzie: [M] macierz masy, [C] macierz ttumienia, [K] macierz sztywnosci

{G} wektor przyspieszenia, {0} wektor predkosci, {u} wektor przemieszczenia weztowego

{F} wektor obcigzenia, (t) czas

Analiza dynamiki nieustalonej (znana rowniez jako analiza historii czasu) jest uzywana
do okreslania odpowiedzi dynamicznej konstrukcji poddanej obcigzeniom zaleznym od
czasu.

Istniejg trzy podstawowe metody rozwigzania dynamiki nieustalonej:

* petna metoda dynamiki nieustalonej (jest najbardziej ogdlna, ma petng zdolnosc¢
nieliniowq i moze obejmowac plastycznosc, petzanie, duze ugiecie, duze
odksztatcenie, usztywnienie naprezeniowe, kontakt i elementy nieliniowe),

* metoda redukcji stopni swobody (kondensacja uktadu réwnari do gtéwnych stopni
swobody (master degrees of freedom - MDOF)) ,

 metoda superpozycji modalnej (ruch ciata opisuje sie za pomocqg kombinacji liniowej
postaci (wektorow) drgan wtasnych).
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Analiza modalna
([K] = w?[M]){u} =0

Analiza modalna jest przydatna w kazdym przypadku, w ktérym interesujgce sg
czestosSci wtasne konstrukcji. Na przyktad element maszyny powinien by¢
zaprojektowany tak, aby wytwarzac czestosci wtasne, ktére zapobiegng drganiom
elementu w jednym z jego podstawowych trybdw w warunkach pracy. Analiza
modalna jest uzywana do wyodrebniania czestosci wtasnych i postaci drgan
konstrukcji. Jest wazna jako pierwszy krok w kazdej analizie dynamicznej, poniewaz
znajomos$¢ podstawowych postaci i czestosci wtasnych konstrukcji moze pomac
scharakteryzowac jej odpowiedZ dynamiczng. Niektore procedury rozwigzan
nieustalonych i harmonicznych wymagajg wynikdw analizy modalne;j.

Odpowiedz harmoniczna

Analiza odpowiedzi harmonicznej stuzy do okres$lania ustalonej odpowiedzi struktury
liniowej na sinusoidalnie zmieniajgca sie funkcje wymuszajgca. Ten typ analizy jest
przydatny do badania skutkdw warunkow obcigzenia, ktore zmieniajg sie harmonicznie
w czasie, takich jak te doswiadczane przez obudowy, mocowania i fundamenty maszyn
wirujgcych.
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Spektrum odpowiedzi

Analiza widma odpowiedzi moze by¢ uzywana do okreslania odpowiedzi konstrukcji na
warunki obcigzenia udarowego. Ten typ analizy wykorzystuje wyniki analizy modalne;j
wraz ze znanym widmem do obliczania maksymalnych przemieszczen i naprezen
wystepujgcych w konstrukeji przy kazdej z jej czestosci wtasnych.

Typowym zastosowaniem widma odpowiedzi jest analiza sejsmiczna, ktora stuzy do
badania wptywu trzesien ziemi na konstrukcje, takie jak systemy rurociggow, wieze i
mosty.

Drgania losowe

Analiza drgan losowych to rodzaj analizy widmowej stuzgcy do badania odpowiedzi
konstrukcji na wzbudzenia losowe, np. generowane przez silniki odrzutowe lub
rakietowe.

36




) Drgania swobodne
Przyktad 5 — stalowy ptaskownik (A=20x80 mm?2) "

wirujacy wzgledem osi Z (n=3000 obr./min)

EO 800 mm f1=25.88Hz

Elementy 8w f2=102 Hz

SOLID185

wirujacy pret n=3000 obr/min NCDAL SCLUTICN

ANALIZA STRUKTURALNA

UX (BVG)
RSYS=0
PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat
OMX =.773096
SMK =.773095
0

) e Postac 3

.171799
257698 f3=163Hz
.343593
.429497
.515397
.601296
.687196
. 773095

AT |

Przemieszczenia UX [mm]

NCDAL SCLUTICON

SX (BVG

116.34 A
151 855 Postac 4
216.885 —

218.8%0 fa=464Hz

319.431

[ [RMAHIA] | |

Naprezenia SX [MPa]

ANALIZA MODALNA | Drgania podczas obrotéw

ILOTICN

PRESTRES ON

Postac¢ 1
f1=63.60Hz

Postac 2
f2=107 Hz

Postac 3
f3=213Hz

NCDAL SCLUTIN
3 1

Postac 4
fa=469Hz




Przyktad 6 — stalowy ptaskownik (A=20x80 mm?2) ANALIZA TRANSIENT — FULL (stepped loading)
Obcigzony gwattownie sitg (FZ=300 N)

EO 800 mm

Naprezenia SX

T=0.25 sek

T

Przemieszczenia UZ

/ 0 .04 .08 J12 .16 .2
.0z .06 .1 .14 .18
TIME
Fo--t- RSYS=0
ZA\X | gl PowerGraphics
! EFACET=1
! AVRES=Mat
Elementy 8w g% ig.ggzgg
. SOLID185 0
5ila . s
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O 2-89485
3.8598
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Uz (AVG) L] g . 322%5
Ay o rCrarhics B 7,719
EFACET-1 Przemieszczenia UZ o
AVRES=Mat .
DMK =4.70725
S ~4.70641 T=0.25 sek
5220 _
O 1.04587 TIME=.045
= o g B
= ?%%7 ZA\X RSVS=0
. . = Ny PowerGrarhics
Przemieszczenia UZ [m = %%g% EFACET=1
: RVEES=Mat
— OMY =. 687982
rse}s{\[s—o (AVE) SMX =.687T72
o 0
e Perararhics BT
AVRES-tist — L)y
OMX =4.70725 I:l .
SMT =42, 9318 L22924
SMK =42.9318 :l 305653
mm 429318 = -
mm 3-3914 | L 382067
= -45848
= 40 . . L1 534593
B oo Przemieszczenia UZ B 511507
= e e
Naprezenia SX [MPa] - o T=0.45 sek




Przyktad 6 — stalowy ptaskownik (A=20x80 mm?2)
Obcigzony gwattownie sitg (Fz=300 N) OCT 19 2024
21:53:11
NODAT, SOLUTION
STEP=1
SUB =1
TIME=.005
RSYS=0
PowerGraphics
EFACET=1
AVEES=Mat
DMX =.774648
SMX =.
0
.0860043
.172087
.25813
.344173
.430216
.51626
.002303

) "- | .688346
/\/\/\/\/\ ) . 77439

Przemieszczenia UZ Elementy 8w
SOLID185

Naprezenia SX

[ ]
=
|
|
=
L
|
lll
]

o sila
Sila FZ=300N NL
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